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摘要：分数阶导数模型可以全面地反映粘弹性阻尼器的力学性能和变化机制，但其中的 Riemann-Liouville 积分

复杂，给减震结构的动力响应求解带来一定的困难。传统分析方法仅考虑结构基频的影响，通过等效刚度和等

效阻尼简化结构响应计算，计算结果精度有限。针对含分数阶导数粘弹性阻尼器的减震结构，通过引入 Caputo

分数阶导数及相关高阶预估-校正技术，提出一种高精度的动力响应直接数值解法。通过多层结构算例，检验

本文算法的有效性，对比考察了传统等效方法在不同简谐激励及 El Centro 地震波作用下的相关计算偏差。
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0 引言

粘弹性阻尼器作为一种被动耗能装置，目前

广泛应用于耗能减震工程中 [1-2]。众多学者经过大

量实验研究发现 [3-5]，温度、频率、应变幅值和加

载循环次数是影响粘弹性材料力学性能的主要因

素。在实际地震工程中，由于地震激励的持时短

暂，阻尼器的温度变化不大，地震峰值加速度的

出现次数较少，因此，温度、应变幅值与加载循

环次数对阻尼器的影响不显著，频率成为粘弹性

阻尼器在实际地震工程应用中主要考虑的影响因

素[3]。

在粘弹性阻尼器的众多本构模型中，分数阶

导数模型可以较为精确合理地描述阻尼器的力学

性能，但其中的 Riemann-Liouville 积分复杂，给

减震结构的动力响应求解带来一定的困难。在实

际工程应用中，通常只根据结构基频，近似粘弹

性阻尼器的等效刚度与等效阻尼，进而简化求解

结构动力响应[6 -7]。然而结构存在多阶自振频率，

传统方法忽略了结构高阶自振频率对阻尼器带来

的影响，导致速度和加速度等高阶效应较大的响

应精度较低。与此同时，粘弹性阻尼器的加入会

改变结构的刚度分布及相应自振频率，只采用结

构原始基频计算粘弹性阻尼器的参数也可能导致

一定误差。另一方面，在实际地震中，地震激励

存在多个激励主频，当结构基频与地震激励主频

相差较大时，也可能造成计算结果与实际结果有

较大出入。

本文基于分数阶导数模型，建立含粘弹性阻

尼器的减震结构的运动方程，通过引入 Caputo 分

数阶导数及相关高阶预估-校正计算技术，提出一

种高精度的动力时程响应直接数值解法。通过多

层结构算例，检验本文算法的有效性，考察传统

等效方法在不同简谐激励及 EI Centro 地震波作用

下的相关计算偏差。

1 分数阶导数本构模型

在众多的粘弹性阻尼器本构模型中 [8-11]，分数

阶导数模型[11]能较好地描述频率、应变幅值对粘弹

性阻尼器性能的影响规律，并采用温频等效原则

反映了温度所带来的影响，应用起来较为精确合

理。分数阶导数的应力-应变关系表示如下[6]：

τ（t）+aDδ

τ（t）=G[γ（t）+bDδ

γ（t）] （1）

式（1）中，τ（t）和 γ（t）分别为粘弹性材料的剪应力

和剪应变；G 为材料弹性参数；D

δ

=d

δ

/dt

δ 为分数导

数算子；δ 为分数导数的阶次，0<δ<1；a、b 为温

频等效参数，a=a

ref

/c

δ，b=b

ref

∕c

δ；a

ref

、b

ref

为在参考

温度 T

ref

下的参数 a、b 值；c=T

θ

/T

θ

ref

为温频转换系

数；T 为温度；θ 为粘弹性阻尼器常数。

D

δ

τ

（t）和 D

δ

γ

（t）采用 Riemann-Liouville 积分分

别定义如下：

D

δ

τ

（t）= 1

Γ（1-δ）
d

dt

t

0

乙

τ（ζ）
（t-ζ）δ

dζ （2）

D

δ

τ

（t）= 1

Γ（1-δ）
d

dt

t

0

乙

γ（ζ）
（t-ζ）δ

dζ （3）

在简谐激励作用下，以上公式经过复频域变

换及相关推导，可得到阻尼器的储能剪切模量 G'

和损耗剪切模量 G'' 分别为[12]：

G'（ω）=G 1+abω

2δ

+（a+b）ωδ

cos（δπ/2）
1+a

2

ω

2δ

+2aω

δ

cos（δπ/2）
（4）

G''（ω）=G （-a+b）ωδ

sin（δπ/2）
1+a

2

ω

2δ

+2aω

δ

cos（δπ/2）
（5）

式（4）、（5）中，ω 为激励频率。

2 恢复力的等效刚度与等效阻尼模型

根据粘弹性阻尼器性能的频率相关性，在频

率为 ω 的简谐荷载作用下，Soong 提出以等效刚度

和等效阻尼计算阻尼器的恢复力[6]：

f（t）=k
d

（ω）x
d

+c

d

（ω）x觶
d

（6）

k

d

（ω）= AG'（ω）
h

（7）

c

d

（ω）= AG''（ω）
ωh

（8）

式（6）、（7）中，f 为粘弹性阻尼器提供的阻尼力；

x

d

、x

觶

d

分别为阻尼器两端的相对位移与相对速度；

k

d

（ω）、c

d

（ω）分别为阻尼器的等效刚度与等效阻

尼；A、h 分别为粘弹性阻尼器的有效面积与厚度。

在一般动力荷载作用下，传统算法考虑结构

基频响应的主要影响，根据结构基频计算粘弹性

阻尼器的等效刚度与等效阻尼，再由更新后的结

构运动方程，求解减震结构的动力响应[7]。该法简
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单方便，易于工程实现，但计算结果存在一定的

近似性。要获得高精度的计算结果，仍需要从包

含粘弹性阻尼器本构模型的减震结构完备运动方

程出发，探讨基本方程的直接数值求解方法。

3 多层减震结构运动方程

一般性，包含层间粘弹性阻尼器的多层减震

结构模型如图 1 所示。在地震激励x

咬

g

（t）作用下，

其运动方程为：

MX

咬

+CX

觶

+KX+ΛF=-MΦx

咬

g

（t） （9）

式中，

X=[x

1

x

2

…x

n

]

T （10）

F=[f

1

f

2

… f

n

]

T （11）

其中，x

i

、x

觶

i

、x

咬

i

（i=1，2，…，n）分别为第 i 层结

构的位移、速度与加速度；m

i

、k

i

分别为第 i 层结

构的质量、刚度系数；C 为结构的阻尼矩阵；f

i

为

第 i 层粘弹性阻尼器的恢复力；Λ 与 Φ 分别为阻

尼器恢复力与外激励的定位矩阵。

图 1 n 层结构模型图

Fig. 1 Model diagram of an n-story structure

根据式（1）定义的应力-应变关系，可建立第 i

层粘弹性阻尼器的恢复力与各层位移的关系为[12]：

f

i

（t）+aDδ

f

i

（t）=k'[x
i

（t）-x
i-1

（t）]+k'bDδ

[x

i

（t）-x
i-1

（t）] （12）

式中，k'=GA/h。

4 运动方程的直接数值求解

由前述可知，要获得减震结构的动力响应，

需要联立式（9）与式（12）进行求解。其中，为了方

便进行两组方程间的迭代计算，本文将式（12）改

写为：

f

i

（t）=-aDδ

f

i

（t）+k'[x
i

（t）-x
i-1

（t）]+k'bDδ

[x

i

（t）-x
i-1

（t）] （13）

由式（2）和（3）所示的分数阶导数定义可见，

式（13）中包含有两项 Riemann-Liouville 积分，不

易计算，因此给减震结构的动力响应计算造成了

较大困难。

在数学分析中，与时间相关的分数阶导数除

了 Riemann-Liouville 定义，还可采用 Caputo 定义。

后者可以选择和整数阶导数问题相同的初始条件[13]，

为相关动力方程的求解提供了极大的便利。当满

足条件 0<δ<1 时，Riemann-Liouville 分数阶导数与

Caputo 分数阶导数间存在以下转换关系[14]：

RL

s

D

t

δ

f（t）=C

s

D

t

δ

f（t）+ t

-δ

Γ（1-δ）
f（s） （14）

式中，RL

s

D

t

δ

f 为 Riemann-Liouville 分数阶导数算

子；C

s

D

t

δ 为 Caputo 分数阶导数算子；Γ（）为伽马

函数；t 与 s 分别为积分上、下限，且满足 s<t，本

文中 s=0。

关于 Caputo 分数阶导数的数值求解，有多种

方法可使用[15]。其中，本文为了提高迭代效率，采

用一种高阶预估-校正算法，Adams-Moulton 法 [16]，

对式（14）中 Caputo 分数阶导数进行求解。该方法

是一种隐式多步线性法，可视为传统隐式方法与

预估校正技术的结合，既保留了隐式方法的强稳

定性和精确性，又具有预估-校正技术易于实现的

特点，有效弥补了各自的不足。其相关计算公式

为：

C

s

D

t

δ

f（t

p

）= Δt

1-δ

Γ（3-δ）

p

j = 0

移

q

j，p D
1

f（t

j

） （15）

式中，Δt 为离散时间步长；p=[0，1，2…N]，N 为全

计算时长的总离散步数；q

j，p 取值如下：

当 j=0 时，

q

j，p=（p-1）2-δ

-p

1-δ（p+δ-2）

当 0<j<p 时，

q

j，p=（p-j-1）2-δ

-2（p-j）2-δ

+（p-j+1）2-δ

当 j=p 时，

q

j，p=1

式（15）中的 D

1

f（t

j

）为阻尼力的一阶导数，可以由[f

（t

j

）-f（t

j-1

）]/Δt 近似计算。

需要说明的是，式（13）中的 D

δ

[x

i

（t）-x
i-1

（t）]也

采用与式（15）一致的计算公式进行求解，但其中

的相对位移的一阶导数精确等于相对速度，无需

进行一阶差分近似。

在对减震结构的动力响应进行逐时刻求解时，
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表 1 简谐激励（ω
g

=2.5 rad/s）作用下的结构各层最大响应结果

Table 1 Maximum response results of each floor of the structure under harmonic excitation（ω
g

=2.5 rad/s）

在在每一时刻均需结合式（13）～（15），根据假设位

移和速度，计算阻尼器恢复力，继而代入方程式

（9），更新求解位移和速度响应，再回代入式

（13）～（15），更新求解阻尼器恢复力；如此往复迭

代，待本时刻的阻尼器恢复力、结构位移和速度

响应迭代收敛后，即可进入下一时刻的计算。

5 多层减震结构算例

为检验本文算法的有效性，取图 1 所示的 10

层钢框架结构进行数值分析。结构各层的层质量

和层间刚度分别取为 m

i

=8×10

5

kg 和 k

i

=2×10

8

N/m

（i=1，2，…，10）。结构阻尼矩阵取为 C=0.0785 M+

0.0029 K。各层安装的粘弹性阻尼器均相同，面积

A=0.0976 m

2，厚度 h=0.0635 m，弹性参数 G=2.5×

10

6。在外荷载作用的短时间内，可认为粘弹性阻

尼器处于恒温工作状态，a、b 分别取为 0.0347 和

4.16，分数导数阶次 δ=0.71

[17]。

通过模态分析，已知结构在未加粘弹性阻尼

器 之 前 的 各 阶 自 振 频 率 分 别 为 2.3632 rad/s、

7.0367 rad/s、 11.5531 rad/s、 15.8114 rad/s、

19.7165 rad/s、 23.1811 rad/s、 26.1280 rad/s、

28.4911 rad/s、30.2179 rad/s、31.2696 rad/s。

5.1 简谐激励作用

为研究在不同频率的简谐激励下，传统等效

算法与本文算法的差别，分别输入 2 组不同频率

的简谐地面加速度激励：

x

咬

g

=2sin（ω

g

t） （16）

其中，ω

g

分别取为 2.5 rad/s 与 15 rad/s。激励

时长取为 30 s，离散时间步长为 0.02 s。

由于本文方法采用 Adams-Moulton 技术进行

分数阶导数的近似计算，因此，本文方法的计算

精度与离散时间步长有关，表中分别采用 0.02 s

和 0.01 s 两种时间步长进行计算，以此评估求解

精度。

在两组不同的简谐波激励下，分别采用传统

等效方法与本文直接算法求解结构响应，对比结

果列于表 1 和表 2 中，第 1 层和第 10 层结构响应

的相平面图如图 2、图 3 所示。

由表 1 和表 2 所列结果及图 2、图 3 可见：

（1）两种时间步长下的三种响应计算结果基本

一致，表明本文算法具有良好的稳定性与求解精

度；

（2）当外激励频率较低，接近结构自振基频

时，由传统算法所得的各层响应结果，相对于本

文算法所得结果的偏差不大，三种响应的偏差均

小于 3%，图 2 所示的两种方法的相平面曲线基本

一致；

（3）当外激励频率远大于结构自振基频时，由

传统算法所得的各层响应结果，相对于本文算法

所得结果的偏差较大，其中位移最大偏差接近

8%，速度最大偏差接近 16%，加速度最大偏差接

近 23%，图 3 所示的两种方法的相平面曲线差别

较大。

层数

最大位移/m 最大速度/（m·s

-1） 最大加速度/（m·s

-2）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

1 0.3918 0.3917 0.3998 2.07 0.9796 0.9795 0.9995 2.04 2.4481 2.4481 2.4989 2.08

2 0.7749 0.7747 0.7914 2.16 1.9374 1.9371 1.9787 2.15 4.8415 4.8419 4.9463 2.16

3 1.1407 1.1405 1.1657 2.21 2.8521 2.8512 2.9153 2.25 7.1272 7.1278 7.2871 2.23

4 1.4811 1.4808 1.5144 2.27 3.7031 3.7020 3.7876 2.31 9.2537 9.2545 9.4675 2.30

5 1.7884 1.7880 1.8297 2.33 4.4713 4.4706 4.5759 2.36 11.1733 11.1743 11.4377 2.36

6 2.0557 2.0552 2.1043 2.39 5.1398 5.1394 5.2622 2.39 12.8435 12.8444 13.1529 2.40

7 2.2772 2.2765 2.3319 2.43 5.6932 5.6933 5.8309 2.42 14.2276 14.2275 14.5741 2.44

8 2.4478 2.4469 2.5073 2.47 6.1198 6.1199 6.2691 2.44 15.2937 15.2927 15.6697 2.47

9 2.5637 2.5627 2.6264 2.49 6.4097 6.4098 6.5669 2.45 16.0179 16.0163 16.4145 2.49

10 2.6222 2.6212 2.6867 2.50 6.5563 6.5564 6.7175 2.46 16.3839 16.3822 16.7912 2.50
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图 3 简谐激励（ω

g

=15 rad/s）作用下第 1 层和第 10 层结构响应相平面

Fig.3 Phase plane of structural responses at the first and tenth stories under harmonic excitation（ω

g

=15 rad/s）

图 2 简谐激励（ω

g

=2.5 rad/s）作用下第 1 层和第 10 层结构响应相平面

Fig.2 Phase plane of structural responses at the first and tenth stories under harmonic excitation（ω

g

=2.5 rad/s）

表 2 简谐激励（ω
g

=15 rad/s）作用下的结构各层最大响应结果

Table 2 Maximum response results of each floor of the structure under harmonic excitation（ω
g

=15 rad/s）

层数

最大位移/m 最大速度/（m·s

-1） 最大加速度/（m·s

-2）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

1 0.0147 0.0146 0.0152 4.11 0.1393 0.1381 0.1371 -0.72 1.6900 1.6877 1.8075 7.10

2 0.0274 0.0271 0.0282 4.06 0.2464 0.2451 0.2593 5.79 2.9278 2.9184 3.2044 9.80

3 0.0376 0.0373 0.0381 2.14 0.3022 0.3010 0.3400 12.96 3.4830 3.4799 3.9548 13.65

4 0.0454 0.0450 0.0446 -0.89 0.3048 0.3034 0.3509 15.66 3.3054 3.3030 3.9326 19.06

5 0.0506 0.0505 0.0485 -3.96 0.2707 0.2702 0.2819 4.33 2.8803 2.8594 3.0444 6.47

6 0.0551 0.0546 0.0507 -7.14 0.2633 0.2608 0.2550 -2.22 2.4482 2.4416 2.2534 -7.71

7 0.0596 0.0591 0.0548 -7.28 0.2639 0.2613 0.2559 -2.07 2.1745 2.1777 2.1117 -3.03

8 0.0662 0.0658 0.0657 -0.15 0.2640 0.2614 0.2564 -1.91 2.0541 2.0594 2.1242 3.15

9 0.0731 0.0727 0.0746 2.61 0.2640 0.2614 0.2777 6.24 2.5147 2.5069 2.9815 18.93

10 0.0775 0.0769 0.0795 3.38 0.2976 0.2967 0.3422 15.34 3.0728 3.0697 3.7588 22.45
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图 4 El Centro 地震波作用下结构第 1 层响应时程

Fig.4 Response time history of the first floor of the structure under the El Centro seismic wave

表 3 El Centro地震波作用下的结构各层最大响应结果

Table 3 Maximum response results of each floor of the structure under the El Centro seismic wave

5.2 地震激励作用

在实际地震工程中，地震激励包含的频率成

分较为复杂，结构响应是多个频率作用的综合结

果。此处以 El Centro（NS，1940）地震波为例，取地

震动峰值加速度为 200 Gal，采用传统算法和本文

算法求解结构响应，相关结果如表 3 所示，另外

在图 4、图 5 中给出了第 1 层、第 10 层结构三种

响应的前 10 s 时程（包含最大响应）对比，图 6 则

给出了相应的响应相平面。

由表 3 可见，在两种时间步长下，本文算法

所得三种响应计算结果仍基本保持一致。在实际

地震激励下，传统算法相对于本文算法的偏差较

大，其中位移最大偏差接近 10%，速度最大偏差

接近 16%，加速度最大偏差接近 19%。由图 4 和

图 5 的时程结果也可见，传统算法与本文算法的

位移结果趋势接近，峰值略有区别；而速度和加

速度结果的趋势和峰值均有较明显差别。图 6 所

示相平面也表明传统算法与本文算法结果存在较

大偏差。

由此可见，在实际地震工程应用中，地震激

励的多个频率成分对粘弹性阻尼器的性能影响不

容忽略，高精度的结构响应结果可采用本文算法

获得，相对地传统等效算法可用于定性分析参考。

层数

最大位移/m 最大速度/（m·s

-1） 最大加速度/（m·s

-2）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

本文算法

（0.01 s）

本文算法

（0.02 s）

传统算法

（0.02 s）

偏差

（%）

1 0.0244 0.0243 0.0264 8.64 0.0961 0.0953 0.1088 14.17 2.4632 2.4600 2.7404 11.40

2 0.0488 0.0484 0.0528 9.09 0.1823 0.1814 0.2089 15.16 2.9327 2.9237 3.0895 5.67

3 0.0725 0.0720 0.0781 8.47 0.2658 0.2648 0.3063 15.67 2.5788 2.5766 2.6086 1.24

4 0.0954 0.0946 0.1001 5.81 0.3497 0.3481 0.4000 14.91 2.1604 2.1589 2.5574 18.46

5 0.1167 0.1164 0.1185 1.80 0.4163 0.4156 0.4650 11.89 2.4003 2.3837 2.7878 16.95

6 0.1387 0.1374 0.1353 -1.53 0.4584 0.4542 0.4989 9.84 2.4914 2.4850 2.9425 18.41

7 0.1582 0.1569 0.1546 -1.47 0.4684 0.4640 0.5016 8.10 2.3488 2.3521 2.5278 7.47

8 0.1737 0.1728 0.1732 0.23 0.4875 0.4829 0.4670 -3.29 2.3165 2.3221 2.5489 9.77

9 0.1852 0.1841 0.1870 1.58 0.5079 0.5031 0.4561 -9.34 2.5353 2.5279 2.6923 6.50

10 0.1913 0.1899 0.1942 2.26 0.5181 0.5166 0.4823 -6.64 2.6535 2.6510 2.8508 7.54
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图 5 El Centro 地震波作用下结构第 10 层响应时程

Fig.5 Response time history of the tenth floor of the structure under the El Centro seismic wave

图 6 El Centro 地震波作用下第 1 层和第 10 层结构响应相平面

Fig.6 Phase plane of structural responses at the first and tenth stories under the El Centro seismic wave

6 结论

分数阶导数模型可以较为精确合理地描述阻

尼器的力学性能，但其中的 Riemann-Liouville 积

分复杂，求解困难，一定程度上限制了该模型的

广泛运用。而传统算法只根据结构基频，近似粘

弹性阻尼器的等效刚度与等效阻尼，简化求解结

构动力响应，忽略了结构高阶自振频率对阻尼器

带来的影响，导致其计算精度不足。

本文针对含有分数阶导数模型的粘弹性阻尼

器减震结构的运动方程，通过引入 Caputo 分数阶

导数及 Adams-Moulton 求解技术，提出一种高精

度的动力时程响应直接数值解法，方法计算思路

简单，易于实现，求解精度高，稳定性好。本文

直接算法对于外激励没有特殊要求，适用于任意

激励情况的求解，可为有精密控制需求的含粘弹

性阻尼器减震结构的动力响应提供高精度的计算

结果。
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