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1．3 波阻抗和波动能量 

波动传播的物理量既可以是运动学参数，如位移、速度和 

加速度·也可以是其他物理量，如应力、能量等。本节将从应 

力和波动能量传播的角度进一步讨论波动传播概念和各个物理 

量之间的联系。此外，为了确定式 (8)的一般解 (12)中函数 

，和 9的具体形式，必须考虑问题的初始条件和边界条件。本节 

将通过一个简单的边值和初值问题的求解展开讨论。 

1．3．1 一个简单的边值问题 图1．5 均匀剪应力作用于 

我们来分析图 l一5所示的边值和初值问题。假定在 <0 均匀弹性半空间的 

时均匀、各向同性的弹性半空间 ( ≥0)内介质为静止。当 一 雹啁 

0时突然在界面 一0处加上不随时间变化的均匀分布剪应力 B’。 。 ： 
-to，问题为求解 由此产生的弹性波位移场 “( ，r) j如 m

。1as h丑u 

显然 ·在边界面上作用的剪应力将在半空问内产生弹性剪 。一  

切波，其控制方程为一维标准波动方程 (8)。一般解式 (12)中波动函数 ，和 ，的具体形式 

应由如下边界条件和初始条件决定。 

边界条件： 

f (0， z) 一 f H (幻 (20) 
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其中 Ⅳ (‘)为单位阶梯函数 ，l<0时 ，Ⅳ ( )=0；当 >0时，H (f)一l。 

初始条件： 

( ，0)= 0 (21) 

由于没有波动能量来自右方 (z=。。)，因而一般解 (12)中第二项 为零一质点位移写成 

"(z，￡)一 “一z／c。) (22) 

式中 a= ，为介质的剪切波速 。应力应关系为 

一  

f ( ， ) 一 一 (23) 

式中负号是由于位移 和应力 的正方向规定 (见图 1—5)引入的。将式 (23)和 (22)代 

入式 (20)可得 

Ⅳ ( ) (24) 
Ⅱ‘ “ 

将上式对 f积分 ，井注意到初始条件式 (21)得到 

，( )=警 ( ) (25) 
因此质点位移式 (22)成为 

( ， ) = (e-- 三 ) H “一 三 ) (26) 

对 f求偏导数得质点速度为 ： 

： H ( 一 ) (27) 
“ 

将式 (26)代入 (23)得到如下应力表达式 ： 

f。H ( 一 ) (28) 

式 (26—28)表明，在扰动传到之前波场是静止的 ，扰动传到以后，质点的速度及应力为 

常数，位移随时问线性增加。非扰动区与扰动区的界面称为渡前 (Wavcfront)，在波前上要 

满足运动学条件，即位移是连续的．而速度和加蘧度则可能是问断的。式 (28)表明，应 

力也以波动向前传播 ，称为应力波。 

这个简单的力学模型可以用来估计震源附近的地震动强度。按照目前对震源过程的认 

识，地震是岩石中逐渐积累的应力突然在断裂面 (断层)上释放的结果。对最常见的剪切 

破裂断层，这相当于破裂面两岸作用的有效剪应力 。瞬时释放 ， 。称为应力降 ， 。= 。 
一  

， 。 为初始应力， 为终应力，一般情况下鲣应力不一定为零。r。是衡量震源动力学 

强度的一个主要参数。应力降 。产生的地震波可以通过在破裂面两岸突然施加剪应力 。来 

求解，对于接近断层面中心的观测点，当断层面边界的影响到达观测点之前，其运动状态 

可用图 1·5所示的模型分析。当边界的影响传到观测点之后 ，它的位移应趋于常数，速度 

则逐渐减少并于趋于零。由式 (27)可以估计近场质点速度的上界为 

= 坠  (29) 
巩 nH  

即断层附近地震动最大速度与应力降 。及剪切波速 成正 比，与震源处岩石的剪切刚度 

成反比。以这一简单的边值和初值问题的解为起点建立的震源模型及其应用将在讲座后 

面讨论。 
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j．3．2 波阻抗 

对比式 (27)及式 (28)可得 

f一 = “ (3o) 
‘ 

式 (30)表示驱动质点运动的应力与质点速度成正比。比例因子 P 称为波阻抗。这是一 

个表示传播介质的重要参数。通过波阻抗，应力波与速度波联系起来。它的物理意义是表 

征介质对波动的传送能力。下面将会看到，它决定了介质对波动能量的传递率。此外，当 

波遇到不同介质的分界面时，反射与透射的能量也取决于两种介质的波阻抗之 比。 

对于一般形式的一维波动 一，(。一 )或 = 0+“)， 对时间和空间的慵导有下列 

关系： 

型 ： 千 c型 (31) 
乱 a 

则应力波与速度波之间有如下关系 

f；± (32) 

式 中正负号取决于应力和位移正方向的规定。对表 1—1所列出的各种一维波动·式 (32) 

中各个物理量应按表中说明做相应的物理解释。例如，对于平面纵波，r为正应力。P和 c 

分别为介质质量密度和纵波波速，a ／。 为质点纵向振动速度。 

1．3．3 波动能量 

(1)波动的能量密度 

弹性波在介质某一点单位体积内激起的全部能量 (包括动能和位能)称为波动的能量 

密度，用记号 W表示。以平面剪切波为例，单位体积内的动能与位能分别为 

= {P( (33) 
V= 1

z 
( ) (34) 

注意到式 (31)和波速 c= ／p可碍 

：  (35) 

所以，波的能量密度为 

I = V+ = 2V= 2T (36) 

这个结论对更一般的情况也成立。它表明，当波穿过介质时。单位体积的动能和位能总是 

相等的，同时增大或减小 这个特点和保守系统振动的能量分配完全不同，后者动能和位 

能的变化趋势相反，但二者总和保持不变。 

(2)能流密度 

能流密度是表示波动能量传送快慢的参数。它定义为单位时问内穿越与波行进方向垂 

直的单位面积的波动能量。显然，能流密度 可以表示成作用与传播方向垂直的平面上的 

应力与在应力作用方向上的质点速度的乘积。对于一维剪切波有 

将式 (30)代入上式得 

鲫  
=  
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=pc,( ) (37) 

该式表明，波所携带能量在介质中的传送率取决于波阻抗。对比式 (37)和式 (33)知 

一c-·2T=c,W (38) 

式 (38)表明介质中贮存的全部波动能量 (包括动能和位能)也是以波速 c沿着波传播方向 

移动的。 

以上结果可用于估计一次震辐射的总能量。如果在某观测台站取得了一次地震记录，由 

该记录可以按式 (33)估算出动能密度 ．再用式 (38)估计地震波的能流密度 ，这时要 

注意式中因子 2，它表示总能密度应为动能与位能能源密度之和 。根据算得的 ，再加上对 

地震波强度随距离衰减的某种判断之后，便可以对该次地震射出的地震波总能量作数量级 

估计 。 

1．4 谐波分析 

1．d．1 简谐波 

谐波分析是研究波动问题的一个非常有效的方法．这个方法是建立在简谐波概念之上 

的。简谐波是一种简单的行波，就一维波动而言，它的波形随空间坐标 z成简谐变化，同时， 

在空间给定点的振点也具有简谐形式。简谐波由下列表达式定义 

或 ： Ucor] co ／ c) ㈣ ”= ( 士 
式中 U称为振幅， 为囤频率，c为波速。在波动分析中通常采用简谐波的复数表达形式 

= Uexp[ ( 士 ／c)] (d D) 

在自然界中任何物理量都是实数，复数表示法完全是为数学分折的方便而引入的。复数 只 

在分析过程中出现 ，虚数部分将在计算过程中自行消击，结果仍然是实数 。就单个复数形 

式的简谐波 (式 (dD))而言，其物理意义可以按它的实部或虚部 (式 (39))来理解。 

显然，如果简谐波表达式中的波速 是标准波动方程 (8)的常数 c，则简谐波满足式 

(8)。这是因为式 (dD)或 (39)中的自变量是波动自变量f± ／ 。 

除去振幅因子 U外 ，简谐波用两个独立的运动学参数 和 描述。前者描述质点振动特 

征，后者描述波传播特征。描述振动特征的另外两个常用的参数是质点振动周期 和频率 

，。m、T和 ，的关系如下 ： 

= 2 ／ (d1) 

，=l／T (42) 

描述简谐波的两个常用的参数是波长 和波数 ，它们由下式定义 

=̂ cT (43) 

=了2．1 (dd) 

为简谐波波形随空间坐标 z变化的周期，与质点振动周期 相对应} 为 2 单位长度 

内波的个数 ，与质点振动园频率相对应 。 和 描述简谐波的波形特征。在简谐波的振动特 

征 ( 、，和 m)、传播特征 (c)和波形特征 (̂， )中可以任选两个参数作为描述简谐波 

的独立参数。因此 ，简谐波 (dD)可以写成其他形式，例如 

“一Uexp D (“±b)] (dD) 

简谐波也称为稳态波 (Steady—state wave)。它是在时问上和空间上都没有起点也没有 

．● 
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终点的周期性波动。可以设想在均匀弹性介质内的充分远处，一个无穷大的刚性平面震源 

始终作简谐振动 ，在经过很长时间后形成的稳定波形就是简谐波。与此相对 ，在 自然界中 

实际存在有是象地震波那样暂态波 (Transient wave5，暂态波引起的质点振动通常是在时间 

上有起点也有终点的非周期性运动，暂态波在空间上展布的区域也是有限。虽然在 自然界 

中并不存在简谐波 ，但是，它是研究暂态波的一个非常有用的概念。这是因为 ：第一 ，对 

于线弹性介质 ，运用付立叶 (Fourier 5变换方法可以把暂态波问题转化为比较简单的稳态波 

问题 ，第二，不同于用一个运动学参数 描述的定型诚 ，简谐波用两个独立的运动学参效 。 

和 c描述 ，因此，它可以用来处理一系列定型波不能处理的有重要实际意义的波动问题。下 

面将以这两点为中心展开讨论。 

1．4．2 定型波和非定型波的谐波分析 

a．定型波的谐波分析 

考 虑标准波动方程 (8 5的定型波一般解式 (12)，利用付立叶变换，定型波 (式 

(12)5可以看作一系列简谐波的迭加 t 

一 2肫f Ⅳ( ，￡。 5． ， (d5) 
J 0 

其中谐波基本解为 ； 

( ，￡，co)一 exp ( (“-t-h)) -t- cxp ( (∞ —h)) (d6) 

F 去 唧c⋯  (47 日(∞)2 J一口(‘)⋯ ⋯ 
式中 (d7)中 (m)和 R( )为待定的频率函数。 一 。对于每一个给定的 。值，式 

(46)表示两个简谐波 ，它们分别以相速度 沿 轴负向和正向传播 ，c与固频率 。无关。所 

有频率的谐波都以相同的波速传播，所以在传播过程中波形不变。 

对于定型波问题 ，我们可以先在频域内根据边界和初始条件由频域基本解 (d6)确定 

频谱 U( )，然后按式 (d5)反演求得暂态解。因此 ，所有能够用定型波研究的暂态问题都 

可以用简谐波分析代替，替换的结果常常使分析工作获得极大简化。 

． 非定型波的谐波分析 ’ 

定型波概念只能用于分折用标准波动方程式 (85控制的波动的现象 。如果介质的运动 

微分方程不具有标准波动方程的形式 ，则定型波分析方法失效。谐波方法可以用于处理较 

之式 (8)更为广泛的运动微分方程。例如，设介质的运动微分方程为 

( ) 一 0 (d8) 

式中 L ( )常系数齐次线性偏微分算子。引入付氏变换 

U( ，。)一去』：，u(x．c)e 出 ( 
则式 (48)变换成 阶常系数齐次线性常徽方程 ． 

L ( (z，o)5)一 0 (50) 

式 (50)的一般解可以写成 

U( ， )一∑ ‰e"itM~ (51) 

式 (51)中 常微分方程的特征方程不同根的个数。将 Ⅳ=e ． 代入式 (50)得 

P (k ) 一 0 (51)， 
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一阶代数方程式 (51)J的根可以写成 

k=k (∞) (52) 

式 (52)称为频散关系。当 (51)，无重根，“ “，式 (51)中系数 ．常数 ，当式 (51) 有 

r重根时，‰为 的 r一1阶多项式。对式 (51)做付氏反变换则得 

， )=2∑4．髓f’ exp ( 一k(∞)￡)dm (53) 

式 (53)表明}0运动散分方程的一般解仍可表示为一系列谐波的叠加，但是，每一谐波的 

相速度 

(∞) ‘ 

与频率相关 。因此，振动时程曲线的形状以及波形均在波动传播过程发生变化。此外，k 

(m)可能为虚数或复数。前者使简谐波退化为非行进波 ，后者则兼有行进波和非行进波两 

种成分。当简谐波表达式中波数 被推广到复数域，则称之为广义谐波，广义谐波概念在第 

二章 中还要专门讨论。 

作为一个例子 ，我们考虑弯曲变形均匀直杆的横向运动。如果直杆仅发生弯曲变形，杆 

截面除作刚性旋转外大小和形状都不变 ，则匀直杆的攒向运动微分方程可写成 ： 

蠹一0 (55) 
式中，d 一I~I／pA，F,I为变曲刚度 ，̂ 为横截面积 ，P为介质质量密度。对式 (55)作付氏变 

换得 

2 -- co2U： 0 (55)一 
a如 

上式的特征方程的解可以表示成 

to=i 何 ， m=l，2，3，d (56) 

式 (55) 的一般解成为 

( ，∞)一∑ ．e·t-| (57) 

m=1和 m一3的基本解分别表示沿 轴负向和正向传播的行波。它们的波数 

=  (58) 

相应的相速度 

口(∞)一 ／ = (59) 

相速度按照与频率的平方根成正比的规律增加。因此 ，变曲变形杆中的行波在传播过程中 

波形是变化的。当 —+。。时 ，相速度 c(m)一。。。这是违背波动不可能瞬时传送这一物理机 

射的 毯个矛盾源于弯曲变形的假定t如果考虑转动惯量以及剪切变形的影响，或直接按 

照弹性理论建立频散关系，则相速度有限。当m-----2和m=d时，特征值 L为实数，即波数 

为虚数。此时基本解退化为沿 轴的衰减或放大的振荡。在一般 情形 下，运动馓分方程 

(55)既有频散的行波解，又有退化的非行波解，但所有基本解都可以用广义谐波的形式表 

示 。 

1．d．3 波群与群速度 

在由线性运动微分方程控制的波动问题中，组成波场的各谐波的相速度一般是频率的 
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函数 ，因而各谐波在传播过程中因快慢不一而不能同步．经过一段时间后．合成的振动和 

波形就变形了，这称为频散现象。直杆中纯弯曲渡就是一种频散波。由简谐波定义式 

(40)看出，当波速 c常数时 ．由传播距离 z而引起的谐波相们的变化 (m )z是与频率 m 

成正比的．所以波在传播过程中波形不变。如果相速 随频率而变，则相位变化与m不成正 

比．一定会造成频散。 

波动的本质特征是能量的传播。就给定频率的波动而言．能量的传播就是振幅的传播． 

可以证明 ，任一无限窄频带上的频散波的振幅不以相速度传播。因此．波动能量的传播一 

般不能用相速度描述．我们需要引入新的概念来描述频散波的传播特征。这就是波群和群 

速度的概念。这些概念可以通过充分小频段上满足频散关系的谐波的叠加来引入。 

a．两个谐波叠加 

设两个波幅相等，频率及波数相近的两个谐波 COS(∞ t．-rc，t)与 Ⅱ，eos( t—t=z)沿 

相同方向传播 。两者叠加的结果可以写成 
1 1 

"一2a。COS(音△ “一÷△ z)COS(OJ~--k) (60) 

其 中△ = — ，△ 一 一 ． = 

(1／2)(co-+∞2)， = (1／2)(h+如)， 

由于频散关系 (52)通常是连续的，当 

∞，接近于 铷时 ， 接近 k．则△ 及 

△m均为小量．其合成波形见图 1 6。 

可经看出，式 (60)的第一个因子是 

合成波形的包络线，通常称为波包或 

调制皮 ，第二个园子为高频载波。由 

这两个谐波组成的波群所携带的能量 

z 

l垒 

Fig．I．6 Swady WaVt~slate group formed by stacking ot two 

harmOI1 waves 

的传播速度是波包的传播速度，称为群速度。 

显然，由式 (60)第一个因子可知群速度为 

；  (6” 

当 n】 一 时 

c严  (62) 

在频散的情况下，0 与相速度 ：co／A~一般是不相同的．即波群与载波以不同速度传播，所 

以，波群内的载波的相位在不断地变化。 

b 窄带谐波叠加 

如式 (52)所示，实际上可能遇到的是具有连续频谱的一系列简谐波的叠加。下面考 

虑以某个频率 m。为中心的窄频带内谐波的叠加。设频带宽为△m，频谱密度为 (m)，则 

由式 (53)知叠加波形应为 

u=2Re f + Ⅳ(∞)exp[1(∞)￡一 (∞) )]缸 (63) J
∞ 一△∞／2 。 

假设频带宽度△m很小，Ⅳ(oD 近似常数 。．在式 (63)积分区间内将波数 (m)在 附 

近作泰勒展开，由于△m很小 ，略去二阶以上小量后可得 
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(∞) ； 0-4- ( 蛳 )(船／ )o (64) 

式中k o=k( )，(西／缸)o=,lil~l。． ．将式 (6d)代入 (63)完成积分运算后得到 

“= (t--砉)Cos(o~t--l：oz-．1- 0) (65) 

式中 

( 一南=2 J警△ (66) 

q=嚣I∞： (67) 
‘z ( —z )△ 2 (68) 

=￡，( )． o为 的幅角。对于给定时刻 z 
一  和 ￡= ，或 (65)给出的波形示于圆 1—7。可 

以看出，在合成波动中能量集中于一个主要波包，波 

包的包络线形状由式 (65)中的 (1一 ／ )控制，并 

以群速度 向前传播。因而每个窄频带波群的包线 

在传播过程中是不变形的．如果在频带[ 一△ ／2， 

+△ ／2]上考虑频谱密度￡，( )的变化，或在波 

数展开式 (64)中计入高阶小量，则波包也可能散 

开。因此，圉 1—7所示的被群特征只适用于充分窄 

频内频散波的叠加。 

群速 度与相速 度的关 系可 由群速度 定义 式 

(67)导出，注意到 。一j：口。并将波数 视作独立 自变 

量 ．则 

———卅～ 
—～ ^ ‘ ——— 

_ ～  
． 7 充分窄频带 内谐波叠加形成的波群 

Fig．I．7 W ave group r。rmed by sea．okJn8 

0f harmonJc wav the ado- 

qu~te n乱『f0w band 

=  =  鑫 ㈣ d∞ d ⋯d ⋯ 
如果被速与波数无关，即无频散，则群速度与相速度相等。若取波长 ^为自变量，注意 

到 扣=2Ⅱ以．可得 

蠡 (70) 
通常，对如／以>0情形称为正常频散，反之为反常频做。对于无l鬏长匀直扦中的弯曲数，频 

散关系 (58)可以写成 

。】=  

群速度为 

凸 = = 2曲 (71) 

将式 (58)代人上式可知 一2C，即群速度为相速度的两倍。且由式 (59)看出相速度 与 

波长成反比。所以直杆中弯曲波的频敞多反常频敞。 

(持续) 
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